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1 Introduction

Les polyndémes de Tchebychev, nommés d’aprés le mathématicien russe Pafnouti Tchebychev, sont une
classe de polynémes orthogonaux définis sur un intervalle donné. Ils ont de nombreuses applications en
mathématiques, en physique et en ingénierie.

2 Définition
Les polynomes de Tchebychev de premiére espéce, notés T, (z), sont définis récursivement par la relation :

To(z) =1, T)(z) =z, Vn € [2,+00] Tpia(x) = 22T 41(z) — T ()
ol n est un entier positif.

Les polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce, notés U, (z), sont définis par la relation :

Uo(x) =1, Ui(z) = 2z, Vn € [2,400] Upia(z) = 22Upi1(z) — Up(x)

3 Propriétés

Les polynomes de Tchebychev présentent plusieurs propriétés intéressantes :

— Premiers termes :
To(X) =2X? — 1T3(X) = 4X® - 3X

— Degré : Les polynémes de Tchebychev de premiére espéce sont des polynomes de degré n.
Preuve : Par récurrence.

— Initialisation : elle est immeédiate au vu de ce qui est écrit plus haut

— Hérédité : soit n € N tel que n > 1 avec
deg(T,)=n deg(Thy1)=n+1
Alors on a directement
deg(Tn_H) =n+1
Et on a aussi

deg(Th42) = deg(2XT,41(X) — T (X)) < max(deg(2XT,+1(X)),deg(T.(X))) =n+2

— monome dominant : par récurrence, comme précédemment, on montre que le monome dominant
des polynémes de Tchebychev de premiére espéce est a,, = 27~
— degré des monomes : les polynémes de Tchebychev de premiére espéce vérifient :
— Ty, a des monomes en X 2¥
— Tpt1 a des monomes en X2k +1
Preuve : Par récurrence (sur les deux prédécesseurs). On note pour tout entier naturel n

n
Tp=> aniX"
k=0



— Initialisation : triviale
— Heérédité : soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

n+2 n

T2p+2 = Tn+2 = 2)(jjn+1 T, = Z 2an,k—1Xk - Zan,ka
k=1 k=0

Comme T, 1 ne contient que des monomes de degré impair, X7;, 1 ne contient que des monomes
de degré pair, et T;, ne contient que des monomes de degré pair. On procéde exactement pareil
avecn =2p+1
— Lien avec le cosinus : T, (cos(#)) = cos(nd)
Preuve : Par récurrence
— Initialisation : évidente
— Héréditeé : soit n un entier naturel non nul, supposons T, (cos(d)) = cos(nf)

Tnt1(cos(8)) = 2cos(0)T,,(cos(0)) — T,—1(cos(0)) = 2 cos(0) cos(nd) — cos((n — 1)6)
= cos((n+ 1)0) + cos((n — 1)8) — cos((n — 1)8 = cos((n + 1)6))
— Valeurs particuliéres : pour tout entier naturel n :
T,.(1) = T,,(cos(0))|g=o = (cos(nh))|g=o = 1
Ty (=1) = Ta(c08(8))lo—r = (c08(n0)) s = (~1)"

D’aprés le théoréme de relévement
Ve e[-1,1] F0€R cos(h) ==z

Donc
Vee[-1,1] —1<T,(z)<1
Soit n € N.
Si cos(nd) = 0.
Alors nf = S[n] 0= g-[r] = 5- +knr k€ Z. Prenons 0 = 7~ +kn ke
Alors cos() = x = £ cos(5,-) On obtient de cette fagons un découpage en 2n angles dans [0, 27]. Ceci
donne n valeurs de  dans [—1, 1] ou 7T}, s’annule. Or ce polyndme est de degré n donc posséde en tout
n racines. On sait donc que toutes les racines de T, sont dans l'intervalle [—1,1].
— extrema : Le polynéme T, atteint ses extrema entre ses racines, donc en n — 1 points.

(T (cos ) = —nsin(nd)

et
k
sin(n@):0<:>n9€7rZ<:>0€IZ<:>9:i kelll,n—1|
n n
k
Vke[[Ln—1]] T (cos(=)) =0
n
Et

vk € (L 1)) Tu(eos(T) = (-1

— Degré : Les polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce sont également des polyndmes de degré n.

— Orthogonalité : Les polynémes de Tchebychev de premiére espéce sont orthogonaux par rapport a
la fonction poids w(x) = —=—= sur lintervalle [~1,1].

— Les racines des polynémes de Tchebychev de premiére espéce sont connues comme les "noeuds" de

Tchebychev et sont données par xj = cos (W) pour k=1,2,....,n.

4 Applications

Les polynomes de Tchebychev sont utilisés dans divers domaines, notamment :

— Approximation de fonctions : Les polynémes de Tchebychev peuvent étre utilisés pour approximer des
fonctions sur un intervalle donné avec une précision controlée.

— Analyse numérique : Les polynomes de Tchebychev sont utilisés dans des méthodes numériques pour
résoudre des équations différentielles, des systémes linéaires et d’autres problémes mathématiques.

— Traitement du signal : Les polynémes de Tchebychev sont utilisés dans



